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Loi de réciprocité quadratique

Théoréme 1 (Réciprocité quadratique). Soient p et q¢ deux premiers distincts impairs, alors :
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Démonstration.

Soit 2 une cléture algébrique de ), et soit w € {2 une racine primitive g-ieme de 1'unité.

On peut donc définir :
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Calculons y? :
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Finalement : y? = (—l)q%1 Zuqu w* ZteF; (171:;_1)'
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Ainsi, en posant ¢, = > (1“Tt>, onay?= Y wic,.
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Calculons maintenant ¢, :

1 *
CoZ(q>|Fq|q1

teF
De plus, pour u # 0, posons s = 1 —ut~! € F, \ {1}, alors :
S S 1 S
v 2 G)-20)-0)-26) -
s€F \{1} s€F, selF?

En effet, il y a % éléments de Fj qui sont des carrés, et autant qui ne le sont pas.
La somme est donc nulle par définition du symbole de Legendre.

On obtient donc :
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Calculons maintenant y?~* :
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Ainsi :

On obtient alors le résultat voulu :
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